Speciella ovningar for V och W

VW 1.

VW 2.

Med wattenforing menas den volym vatten som rinner fram per tidsenhet i ett vatten-
drag. Den uttrycks vanligen i m®/s. En graf som visar hur vattenféringen éndras med
tiden t kallas hydrograf.

Vattenforingen (hir uttryckt i m?/min) i ett visst vattendrag vid tiden ¢ min be-
tecknas @(t) och antas ha (hydro)grafen nedan.
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Satt

S(z) = /OxQ(t) dt

a) Ange en formel for S(z), 0 <z < 60. Skissera dven kurvan y = S(z).

b) Funktionen Q(t) beskriver vattenféringen vid tiden ¢. Hur kan man med utgangs-
punkt fran detta tolka funktionen S(z)?

Néar vatten tranger ner i marken kallas det infiltration. Horton foreslog 1940 en prin-
cipiell modell for detta fenomen: infiltrationskapaciteten f(t) mm/h (som &r ett matt
péa den hastighet med vilken marken absorberar vattnet) vid tidpunkten ¢ h ges av

Ft) = fet (fo— fo)e™,

dar fy, f. och k ar positiva konstanter.

a) Bestdm f(0) samt tlim f(t). *0
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b) Lat k = 2 och antag att grafen till f 40
ges av figuren intill (enhet h respektive

mm /h). Anvind grafen for att utlisa %
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c) Den ackumulerade infiltrationen S(z)
mm (dvs det totala vattendjupet som
har infiltrerats) vid tiden x h ges av

S(x) = /0 "Rt

Berékna S(x) med hjilp av dina avlds-
ta viarden pa konstanterna.

Genom ett fonster i en rokfylld byggnad strommar rokgaser ut. Den massa per tidsenhet
som passerar pa nivan z over golvet ar C'y/z, diar C ar en konstant. Fonstrets underkant
ar pa nivan 1.2 m, dess 6verkant pa 1.8 m. Hur stort dr massflodet per tidsenhet genom
fonstret?

Utbdjningen hos en belastad balk beror bl.a. pa tvérsnittets form. Den storhet hos ett
tvarsnitt som &r av intresse kallas yttroghetsmoment och definieras av

I, = /y2 dAa VA
dér integrationen (summationen) sker Gver dy h/2
tvirsnittet ifraga. (Har ska x-axeln ga genom ]
tvirsnittets tyngdpunkt.) x
Uppgift: Bestam [, for ett rektangulért h/2
tvarsnitt enligt figuren.

b

Vattentrycket p(H) Pa pa djupet H m i havsvatten kan berdknas med hjalp av inte-
gralen

p(H) = / +(h) dh,

diir v(h) anger havsvattnets tyngddensitet (i enheten N/m?) vid djup h m. (Vi bortser
hér fran det atmosfériska trycket.) Havsvattnets tyngddensitet ges ungeférligen av den
empiriska formeln

y(h) =0+ KV,
dir v = 10* N/m® och K = 7 N/m7/2. Berikna vattentrycket pa djupet 3600 m.



W 8.

Figuren visar ett tvérsnitt av en avsmalnande stang i T\
form av en stympad likbent triangel, utskuren ur en 25 ‘

150!
mm tjock stalplatta. Den ar upptill fastsvetsad i en styv , ‘mmﬁ
konstruktion. I punkten B verkar en nedatriktad kraft Sz
pa 40 kN. Berékna forskjutningen i punkten A orsakad
av denna kraft. 1.5 m
For forskjutningen 0 géller formeln
N(x) i
5 = / _N@)
A(z)E(x) 15 m
dér E(x) (elasticitetsmodulen) beror av materialet och i

i detta fall har det konstanta virdet 200 GPa. N(x) i HA
betyder normalkraften pa nivan x, i detta fall alltsa 40
kN ovanfér B och noll under. Slutligen betecknar A(x)
stangens tvarsnittsarea pa nivan x.

ot

0 mm

Tips for enkla berdkningar: valj z-axelns nollpunkt i skdrningspunkten av triangelns
tva lika sidor.

Vid experiment med asfalt &r man intresserad av storheten e? (pseudostrain). Denna
storhet &r en funktion av tiden ¢ och berdknas for ¢ > 0 ur en formel med utseendet

R(t) = /0 Bt — ) (x) de.

I ett visst experiment ar
g(x) = nzx

ddr n &r en given positiv konstant. Vidare &ar

N
E<y) - Eoo + Z Eke_y/pkv
k=1

diar N ar ett givet positivt heltal och E, Ey,...,En, p1,...,pN ar givna positiva
konstanter. (En sddan funktion E(y) kallas en Pronyserie.)

Beriikna for detta experiment ef(¢) uttryckt i tiden ¢ och de givna konstanterna.

Betrakta en viss fiskart, som i ett visst omrade finns i y (tusental) exemplar vid tid
t. Dess tillviixthastighet om det inte forekom nagot fiske antas vara y — k%y?, dir k
dr en (liten) konstant och dér den sista termen kan motiveras av konkurrens om féda
mellan fiskarna. Fiskarna antas fangas med nét, pa sadant sétt att en viss andel a av
populationen férsvinner. For fiskpopulationen far vi da féljande differentialekvation:

y =y — kY —ay.
Beteckna med y (>0) populationens storlek vid tiden ¢ = 0.
1
a) Infor en ny obekant z = = i denna ekvation. Visa att den resulterande ekvationen

iz blir
74 (1—a)z = k2.
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b) Bestdm z = z(t) och dérefter y.

c) Vad hénder med fiskpopulationen efter langt tid? (Kommer utfiskningen att leda
till att den forsvinner helt, kommer den att vixa obegransat, ... ?)

Maéngden koldioxid i atmosfdren anses ha betydelse for global uppvarmning. Denna
méngd vixer bland annat pa grund av industriell forbréanning av fossila branslen. Den
minskar pa grund av naturlig absorption av oceanerna och grona véxter. Vi ska studera
en enkel modell av fordndringen av méngden koldioxid i atmosfaren med tiden.

Lat y(t) beteckna méngden koldioxid. Antag att den tillvixer med en hastighet
y =1z —ay,

dér z betecknar de industriella utslappen och a > 0 anger proportionen av absorp-
tion av koldioxid i naturen. Antag vidare att de industriella utsldppen varierar med
hastigheten

2 = ae” — ¢y,

dér a, b, ¢ ar positiva konstanter. Den forsta termen representerar effekter pga eko-
nomisk aktivitet i industrin. Den andra termen, som verkar for att minska utslappen,
representerar statliga och Gverstatliga beslut om kontroll av utslappen néar koldioxid-
méngden okar.

a) Visa att dessa villkor leder till en differentialekvation av andra ordningen for v,
néamligen
Y+ oy + cy = ae.

b) Finn den allménna l6sningen till denna differentialekvation.

c) Ge villkor pa konstanterna a, b, ¢ som leder till att y(t) /4 oo da t — oc.

I en viss stad bor 100000 ménniskor. Befolkningsokningen &r varje ar 0.1% pa grund
av fodelser och dodsfall. Varje ar ér nettoutflyttningen 500 personer.

Gor en matematisk modell fér befolkningsutvecklingen i form av en differentialekva-
tion. Ange med hjélp av denna modell folkmédngden som funktion av tiden. Hur lénge
drojer det, enligt denna modell, tills folkméngden minskat med 10 000 ménniskor. Svara
exakt och approximativt.

Betrakta en 2 dm tjock vdgg, vars ena sida har temperaturen 20° och vars andra
sidan har temperaturen 300°. Vi antar att temperaturen v inne i vidggen bara beror pa
avstandet till sidorna, sa att vi har ett endimensionellt problem. Man kan visa att nar
stationéart tillstand intraffat sa uppfyller u villkoret

d*u

— = 0.

da?

Bestam u(z).
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En tunn stalplatta (odndligt stor) utgor vigg mellan tva omraden, som bada har tem-
peraturen 20°, liksom vaggen sjilv. Vid tiden £ = 0 blir temperaturen pa den vénstra
sidan plotsligt 100°, och behaller denna temperatur i fortsdttningen. Hur kommer plat-
tans temperatur 7" att variera med tiden? Rita kurvan.

Newtons avsvalningslag innebér i denna situation att

dT

o k((ﬂ ) - (T—T2)>.

dt

Hér betecknar 77 och T, temperaturen pa respektive sida om vdggen, och k ar en
materialkonstant som beror pa stalets densitet, specifika varme, tjocklek och virme-

overgangskoefficient till luft.

Sambandet mellan lasten ¢(x) pa en balk utstrackt langs z-axeln mellan 0 och L och

dess utbdjning v(zx) ges av
d*v 1
- = 0<x<L
i~ 51 1@ =T=5

dar E har att géra med materialegenskaperna hos balken och I beror pa formen av
balkens tvérsnitt. Dessa tal antas konstanta hér. Vi betraktar bara fast inspédnda balkar,
for vilka géller

a) Bestdm v(z) for en balk med jamnt utbredd last: ¢(z) = ¢ for 0 < z < L.

LA
q |
3‘ K UL
7 A
L
b) En balk i en undervattenskonstruktion utsétts for last
orsakad av vattentrycket. Da ar ¢(z) = kx for nagon
konstant k. Bestdm v(x). l__
En 6 m lang balk bar en spannmalslast langs
hela sin langd. Lasten kan beskrivas med ett
andragradsuttryck ¢(r) = az? + br + ¢, dér q(z)
a, b, ¢ ar konstanter. Lasten ar noll vid balkens m
dndar och dess storsta virde &r 4 kN/m. Be- 7% E, -
.

stdm balkens utbojning v(z). For denna géller
differentialekvationen

d*v 1

B <z<

7= grde),  0<w<6,
med randvillkoren v(0) = v’(0) = v(6) = v/(6) = 0. Material- och tvérsnittskonstan-
terna har virdena E = 208 GPa och [ = 1.0-107* m®.



W 15.

W 16.

W 17.

W 18.

En fabrik sldppte under 40 ars tid ut férorening i marken med den konstanta hastig-
heten 3 ton per ar. Samtidigt avdunstade fororeningen med en hastighet som i varje
ogonblick var proportionell mot den méngd férorening som fanns i marken. Métningar

visade att avdunstningen var 5% ar—!.

Hur stor méngd férorening fanns enligt denna modell i marken da utslappen upp-
horde? Vi forutsatter att inga fororeningar fanns da utsldppen borjade.

Forhallandet mellan inflode @, (t), utflode Q¢ (t) och vattennivan z = z(t) hos en sjo
vid en given tidpunkt ¢ kan beskrivas med differentialekvationen

dZ o Qm(t) - Qut(t)

dt A(2) ’

dér A(z) betecknar sjons ytarea vid vattennivan z.

a) For en viss sj6, som utsétts for ett konstant inflode av vatten, géller att sjons yt-
area ar direkt proportionell mot vattennivan. Samtidigt sker det en forlust genom
avdunstning (dvs ett utfldde) som ar direkt proportionell mot sjons ytarea. Visa
att differentialekvationen da kan férenklas till

dz . Cl — CQZ
dt z ’
dar C och (5 ar positiva konstanter.

b) For vilka vattennivéer z i sjon kommer vattennivan att 6ka och for vilka kommer
den att minska enligt denna modell?

Det atmosfariska trycket p millibar uttryckt som en funktion av hojden h km &ver
havsnivan uppfyller differentialekvationen

dp

r_

dh, p?
dér k &r en konstant. En dag ér p(0) = 1013 millibar (normalt tryck vid havsniva) och
en métning visar att p(5) = 650 millibar. Bestdm det atmosfariska trycket pa 10000
meters hojd.

I borjan av 1980-talet, innan Montrealprotokollet begrinsade produktionen av freoner
pa grund av deras effekt pa ozonlagret, var det globala utsldppet av freonen CFC-12
(CF2Cly) i atmosfiren 4.2 - 10® kg/ar. Denna gas avldgsnas frin atmosfiren enbart
genom s.k. fotolys (nedbrytning med hjélp av fotoner), med en hastighet som i varje
6gonblick ar proportionell mot massan CFC-12 i atmosfaren (proportionalitetskonstant
k=0.01ar™1).

a) Stall upp en differentialekvation for massan CFC-12 i atmosfaren som en funktion
av tiden. (Vi antar att det arliga utslappet av CFC-12 &r konstant.)

b) Ar 1980 uppméttes massan CFC-12 i atmosfiren till 8.5 - 10° kg. Hur mycket
CFC-12 fanns det, enligt modellen ovan, fyra ar senare?



