LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA TENTAMENSSKRIVNING
MATEMATIK ENDIMENSIONELL ANALYS

DELKURS B1
2009-01-07 kl 8-13

INGA HJALPMEDEL. Lésningarna ska vara forsedda med ordentliga motiveringar.
Lamna tydliga svar om sd ar méjligt.

1.

a)
b)

b)

Los ekvationen  sin 2z = v/2 cos . (0.5)

Los ekvationen 9°42-3°-3=0. (0.4)

Vad menas med att tva ekvationer dr ekvivalenta? (0.1)

Berikna binomialkoefficienterna (2) och (Zi i) (0.4)

Beréikna f/(z) for funktionen f(z) =In (Vz + 14+ vz —1).

Forenkla sedan f/(x) sa langt som majligt!

Berdkna slutligen dven f”. (0.6)

Rita grafen till funktionen

fz)=anz, Hosl,
Ange eventuella lokala extrempunkter. (0.8)
Ar funktionen
g(z) = |z[Inlz|, 2 #0,

jamn eller udda? Skissera, utgaende fran ditt resultat i a), grafen till g. (0.2)

Definiera begreppen vdzrande och strangt vizande funktion. (0.2)

Bevisa, med hjilp av medelvirdessatsen, att om en funktion definierad pa ett

intervall I har en derivata som &r positiv s &r funktionen stringt véxande. (0.3)

Vilka eventuella implikationer giller mellan foljande pastaenden?

A: fllz)>0férzeR B: f ar deriverbar och stringt vaxande i R.
& flz)=a" D: fliz)>0férzeR

Motivera ordentligt! (0.5)

Berakna arean av en liksidig triangel med sidoldngd 3 cm. (0.3)

Fyrhorningen ABC D éar inskriven i en cirkel med radie r.

Bestam ZD om AB = BC =r. (0.7)

Betrakta funktionen

y(z) = z* — 62° + 122% 4 32.

Vilken &r funktionskurvans stérsta, respektive minsta, lutning i intervallet [0, 2]7
(0.5)

Visa att funktionen

Az)=In(Vr+1+vz—1)+z-2, %5 1

har minst ett nollstalle. Hur manga nollstéllen finns det? (0.5)

LYCKA TILL!
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TENTAMENSSKRIVNING

LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA ENDIMENSIONELL ANALYS
MATEMATIK DELKURS B1

2007-10-15 kil 14-19

INGA HJALPMEDEL. Lésningarna ska vara forsedda med ordentliga motiveringar.
Léimna tydliga svar om sé dr maojligt.

1.

. Satt f(z) =

. Fyra punkter A, B, C och D ligger pd en

a) Los ekvationen 3z + |z — 1| = 2. (0.3)
b) Ange koefficienten f6r z”-termen i utvecklingen av (z — %)m. (0.3)
¢) Formulera och bevisa faktorsatsen for polynom. (0.4)
a) Los ekvationen sin 2z —sinz = 0. (0.3)
b) Berdkna gransvirdet lim (0.3)

z—0 T + arcsinx

c) Sitt f(z) = sin®(z — 1) + arctan . L&t ¢ vara tangenten till
kurvan y = f(z) i den punkt pa kurvan, vars z-koordinat &r 1.
Bestdm #:s skdrning med y-axeln. (0.4)

a) Bevisa, utgiende fran rikneregler for potenser, att Inab=Ina +Inb. (0.5)
b) Ange alla implikationer/ekvivalenser mellan utsagorna
Az =Ine B W(a?) =0 C: In(z®) =0 (0.5)

3

wzx 5 Rita grafen till f i stora drag och ange alla eventuella

sneda asymptoter.
D

cirkel med radien 1 dm. Se figuren!
Striackorna AD och BD ér lika langa. Vidare
ar vinkeln BAC 35° och vinkeln ABC 100°.

Beriakna forst vinklarna och sedan sidorna
i triangeln ABD. I svaret far inga
trigonometriska uttryck ingé.

A B

Récker 11 m stingsel till att inhédgna en rastgird i form av en cirkelsektor med
arean 9 m??

LYCKA TILL!



LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA LOSNINGAR

MATEMATIK ENDIMENSIONELL ANALYS
DELKURS B1
2007-10-15
1. a) Om z 2 1 iir ekvationen ekvivalent med 3z + r — 1 = 2. som har losningen

5.

= % Detta x uppfyller mte villkoret = > 1 och iir alltsi inte en lisning. Om
1 < 1 fir ckvationen ekvivalent med 3z - (z - 1) = 2, som har lasningen x = }

g
Detta x uppfyller kravet x < 1 och #r alltsa en ldsning.
Svar: x = '5
. L 10y 5 b 10-9-8 3
1 terme ~ P =15
bh) Den sbkta crmt‘nar(T)r( 2) 721 E:|: 152
Svar: Koefficienten ar -15,
c) Se boken 5.52
a) Ekvationen ér ekvivalent med
s _J x40 r=2n% _ | 2nm
Sm!.rfsmrﬁﬂ_r—{n_z+2‘m {3r:ﬁ~}2mr S {%+%

Svar: z = { i:": 2me o OAr 0 dr ett godeyekhge helral
qT g
b) Sitk arcsinz = . Dadir = sint, -5 <t < . Vidaredrz 2 0t -0 Vi
T sint Al

1 1
far ——— = =t —— = dit =0, dvsdax -0
ar:+arrsin1:' EryIw A S I B A YERAE

Svar: §
c) Omz =1, dry= f(r) = sin®0 + arctan1 = 4 Tangeringspunkten dir alltsh
P (1. 7). Tangentens riktningskoefficient &r k = F£(1). Derivering ger
fi{z) = 2sin(z T Det ger f/(1) =0+ = 1. En ckvation
1

for tangenten arallish y = Lr + m Insiitining av P:s koordinater germ = -4

Svar: Skimningen med y-axeln Ar (0.5 — %)

a) Pastéende: mab=Ina + Inb
Bewas: For vanster och higer led 1 pitstaendet giiller
evanster led _ mab _ p

Ehagur led _ gnoking _ na dnb _ o

Allis jir cvinster led _ hitger led yipec pur ant viinster led = hger led, och

beviset dr klart )
b)) Awz=1,Bar=ler=tlochCer=lz=1
Svar: A< C, A= Hoch C = B.

Eftersom vinkelsumman i en triangel ir 180%, ir ZBCA = 180° - 33° - 100° = 45°.
Enligt en foljdsats 1ill randvinkelsatsen ir dven ZADB = 457, ty de bada vinklarna
star pA samma bige. DA 4r de bada basvinklarna i den likbenta triangeln AABD
hilften av 180° — 45, dvs 67.5% Det fiuns nu minga sitt art berdkna sidornas
lingder. LaL z vara lingden av AD och y vara Jingden av AB. Lat O vara cirkelns
medelpunkt och dra radierna OA, 08 och OD. Trianglama AOD och BOD ir
kongruenta enligt fallet SSS. Alllsh dr ZADO = £0DB = 22.5°. Eftersom AAOD
ar likbent, ar dven ZOAD = 22.5° Det ger att ZAOD = 135° Cosinussatsen pi
HAOD ger

Pl o2 1 loeos18 =2-2-—=)=2+VEima= /242
V2
Enligt randvinkelsatsen ir ZAOQB rit. Pythagoras' sats ger di y = V2.
Svar: Vinklarna dr 45°, 67.57 och 67.5°.

Sidorna ar 2 dm, V2 + V2 dm och /2 + 2 dm.

Vi bestdmmer forst den minsta omkrets en cirkelsektor kan ha, om dess area ska
vara § m?. Kalla sektorns radie r m och dess medelpunktsvinkel o Da #ir bigens
liingd ar m och sektorns arca (i m?)
g aren ooy 13
= a=—
2 e

18
Omkietseniir P =3r v ar=dr+ Sr=2r+ E >0
£ r

18 _2w?-18 2’ -9)

P2z " o

P=0er=3

Teckentabell:
r |0 3
P -0+
B N |\

Omkretsens minsta viirde dr tydligen 12 m. DA dicker mte 11 m stingsel.
Svar: Negj.

4. Dertvering:
o) = a2 -3 -5 -2
(e} = (z? - 3)? =
flz)=0%& z=0cller £3

Teckentubell:

Grinsvirden:

fla) — =oc, dhz— —V3"
flz) oo, dh 2 — =3+
flx) = ~oc, dAx — V3~
flz) = o0, dhz — 3"

Asymptoter:

s Jr
Polynomdlivision ger f(z) = x t e ad +

-3

Den andta termen gar mot

noll da x -+ L. Allts Ar y = 7 e isympton di £ — £

Kurvan

Svar: Graft se ovan!
Asymptol y =z, db x — =me.



LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA TENTAMENSSKRIVNING
MATEMATIK ENDIMENSIONELL ANALYS
DELKURS B1
2008-10-24 kl 8-13
INGA HIALPMEDEL. Lésningarna ska vara forsedda med ordentliga motiveringar.
Lamna tydliga svar om sd dar majligt.

1. Los ekvationerna

a) sin2r = v/2sinz, (0.5)
5
b) (In(z))? — In(z?) + = 0. (0.5)
2. Rita grafen till funktionen ;
T+ 3%
J(w) = r+4

Ange sérskilt eventuella lokala extrempunkter och asymptoter.

3. Berdkna gransvardena
re " +zlnx

B ol e 0.3
a) lm —7p (0.3)
et — g7
lim ——— .
b) ail sinz 0.9)
n
- —k
c) nh_{{.lozél ; (0.4)
k=1
4. a) Skriv ner definitionen av att en funktion f &r kontinuerlig i punkten a. (0.2)

b) Skriv ner definitionen av att en funktion f &r deriverbar i punkten a.
¢) Vilka eventuella implikationer géller mellan de tva pastdendena:
A: f ar kontinuerlig i a B: f &r deriverbar i a.

En implikation 4t nagot hall ska motiveras med ett bevis. En avsaknad av impli-
kation &t nagot hall ska styrkas med ett val motiverat motexempel.

(0.8)
5. a) Rita grafen till funktionen
flzy=lz =3+ |z -1+
Ange édven viardeméngden till funktionen. (0.5)
b) Avgor vad for slags kurva i planet som ges av ekvationen
22+ 4z +9y° — 18y +4=0,
och rita direfter ut den. (0.5)

6. En rdtvinklig triangel har horn i punkterna (a,0), (0,b) och origo. Hypotenusan gér
dessutom genom punkten (1,2). Hur ska talen a och b véljas sd att lingden av hypo-
tenusan blir sa liten som mojligt?

LYCKA TILL!



LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA LOSNINGAR
MATEMATIK ENDIMENSIONELL ANALYS
DELKURS B1 - 2008-10-24, 8-13

1. ) Genom atl ntnyltja den trigonometriska formeln sin 2z = 2sinz cos z kan vi losa
ekvationen pa Bljiande satt:

sin2r = V2sinz o  2snzcosz = Visinz =
sinr(2cosx - \/5) =0 & sinz=0 eller 2cosx - Viso e

1
smzr=0 eller cosz=-—5= &
Vi

rowk eller r= x% +2nk, K hellal

Svar: r=nk eller z ):;-’a'zﬂk, k heltal

b) Med hjilp av lamplig logantinlag far vi

b
= =0

4

Den hégra ekvationen Ar en andragradsckvation i Inz, som vi kan lasa pa vanligt
silt. Detta syns tydligare om vi silter y = Inz:

(n{z))*  In(z) + l} =0 & (ln(z)* - Im(z) +

-

Pyt eyl el =
oyt = y=y eler y=3

1 5
Inx:i eller lnrzi & r=e el z=ch
Svar: r=e! eller z=eb
2. Vi barjar med att observera att funktionen

7% 4 3z

HEE z+4

ar defimerad f3r alla £ # -4 Derivatan ges av

@r+ Nz +4) -1 (2" +3x)  x2* + 8z +12
(= + 41 {(x+ 47

£l = ooy

ach
fa)=0 & zt8r+12=0 & r=-6 dler r=-2
Med hyilp av faktorsalsen kan vi skriva derivatan

_(x b))
T I

och det Aterstar nu att studera tecknet av denna:

fix) T4 -4

Svar: Lokal maximipunkt r = —6, lokal mnimipunkt x = -2 och asymptot
y=zr~-1diz — fec

3, a) Detta gransviirde kan vi berdkna genom att forst bryta ut namnarens domine-
rande Lerm, dvs. 2, ur bide taljare och nimnare.

e ? +xinx 2 L oylor Ly iy 040
e Bk P T L
x4l 2 1+ T+ 5 1+0

Svar: Gransvirdel ar 0
Genom ett antal omskrivningar kan w tillampa ett par ohka standardgrinsviir-
den:

b

griges, o BES e -1 e

e - e o
sinz sing 2r sinz

=T 2 = % 2=2 dax —0.

Svar: Grinsviirdel ar 2.
Vi bestimmer forst ett uttryck Br den geometriska surmnan

Se-f()-FE@ -

k=1 =]

[

Eftersom -1 < § < 1 foljer det att (})" — 0 da n - o0, varfor

n i fls =
24,*:1_(‘) lﬂ _].:} din —ec
ko !

’ 1
TR T |

Svar: Gransvirdet dr ,1;
4, a) Funktionen f ar konlinuethg 1 a om f{x) -+ f(a) d& z -+ o (eller ckvivalent
fla+h) = f(u) ddh - 0)
b) Funktionen [ sr deriverbar i o om grinsvardet
iy fla + k) - fla)
= h
existerar. (Detta gransvirde hetecknas di f*(a))

¢) O f ir denverbar 1 o, sa foljer det att f ar kontinuerlig i . Detta kan bevisas
pi foljande satt
Antag att f dr deriverbar i a, dvs. att gransvirdet

fla +h) - fla)
h

’
= lim

I = fim

existerar. Fran detta kan vi dra slutsalsen atL

j(u+h)—f(a):i-(—rwﬁ::—_”a—)-h—‘f'[u)‘(lzﬂ dih -0,

-6 -4 2
z+6 2 ] 1 + [ b t+
T2 = o &
(T+4)2 4+ + 0 + & +
fz) 10 - 3 - 0+
fl5y [7 -9 N & N -1 7

Fran teckenschemat ser vi att x = -6 dr en Jokal maximipunkt och r = -2 en lokal
mmumipunkt
Vi évergar nu till att bestimma cventuella gransvarden ach asymploter Med
hjalp av polynomdivision far vi
IEEFEEEPs.
)=z - ey
Tt+d
vilket innebar att

4

flo) (-1 =

o =0 dir - zoo
Av det drar vi slutsatsen att linjen y = © - 1 ar asymptot bade di £ -~ o och di
£ -+ -oc (Det fdljer nu antomatiskt att f(r) oo dadr -+ oc ochatt f{x) -+ oo
di z -+ 00, sh detla behbver ante bestimmas separat.)

Direfter studerar vi funktionens beteende nira z = -4

Sl AP0,

flx) = A ST =0 =ce dix -+ -d4%,
7y 4V 4 3~
f#) = #4+3r (-1 ¥ 4)“=_ - woe Shzee =i

z+d4 T +4
Vi kan nu skissera grafen till f

vilket betyder atl f(a + i) — f{n)} di i+ 0 och att f dr kontmuerlig i a
Omviandningen galler diremot inte, vilket kan imses genom att betrakta funk-

tionen f(z) = [z]. Denna funktion ar kontinuerhg 1 0 cflersom 7|+ Qdax — 0,

men den ar ¢ deriverbar dar eftersom hogerdernvata och vinsterderivata j 0 dr

olka:
i) e fig POl ALk _
LOVENETS T R
v L0k o BB e R B
BRI, = il T il e

For atl en funktion ska vara deriverbar i en punkt kriivs att tillharande ensidhga
dervator ska existera och dessutom vare hka, vilket inte ar fallet ovan

5. a) Eftersom = - 1 och & - 3 byter tecken kring r = 1 respektive £ = 3, betraktar
vi f(x) 1 tillhérande tre delintervall:

flry=lz-dl+lr H+z=

(x-3)+t(z-N+zx = 3z-4 darz>3
=¢ -(z-3)4(x - N+x = 2+2 dil<z<3
—z-F-(r-1)+zx = -z+4 daz<]

1 varje delintervall motsvarar gralen en linje, varfor vi direkt kan skissera grafen

Hir kan vi darekd lisa av vardemangden Gl £, nimligen ¥ = |3.00]



b) Vi bétjar med all kvadratkomplettera viinsterledel med avseendle pa x respektive
v {och [Br atl gora rakmingarna lite enklare bryler vi farst ut faktorn 9 frin y-
lermerna)

hdnr 0t - 1By +d= (427 P90 -2 +d=
=+ 2P +9({y - 17 - )= (=4 D+ 9y - 1) -9
Ekvationen i uppgiftenr kan nu skrivas
P+Ar+9% - 1By+d=0 & (¢+2+9y-1)-9=0 &
c+ 2)° -1p
2 o

gr e el
och v1 ser att detta beskriver en ellips med medelpunkt (-2, 1) och halvaxlarna
3 respektive 1.

(42240901 =90 =

S
5

6. Vi cbserverar forst att for all trinngeln éverhuvudtaget ska kunma konstrueras krdvs
alta > lochb>2
Lanjen [ som gar genom punkterna (o,0) och (0,b) har nkiningskoefficient -b/n
ach gir genom punkten (1,2), sh ekvationen for ! ges av
[ b b
“q=-=(r-1) < == 24 =
y-2=-=lr-1) y=cosbda s

Nu ser v1 att { skir y-axeln i punkten (0,2 + £), och siledes far v1

b

J:=2+E & agb=2atb & alb-2)=b & a=—F
I3 b-2

(Detta samband kan ocksa fis fram genom att studera lkformiga trianglar.)
Pythagoras sals ger nu att hypolenusans langd d ges av

bt

d=va? i b=

+0 b>2,

och det ir dennn lingd vy ska mimmera. DA roten av ett tal ar en vaxande funklion
mser vi att det racker alt mmimera funktionen
[ 2

S0 =Gt b2

Deriverar vi far wi

2b(b - 2) - 2(b - 2H° (b 2) - 2

fi) = oo tlh= =R b b
b o2 N (b3
T O R

Vi ser nu atl
S =0 < b=0cler(b-2)"=2 & b=0ellrbh=24+2"

Punkten b = 0 ligger utanfor vart intervall och &r ) intressant. DA (b 2) ar strangt
vaxande kan vi skriva upp ett teckenschema dirckt

2 g
oz - 0 +
CREIRS 7/

Av detta foljer att £ antar sitt minsta varde for b= 2 + 2'% Vi [ar di att

b 242 ppn

- - Sy
FaT Iz gAY

as=

Svar; a=14+2"ochb=242'



LUNDS UNIVERSITET september 2010
Lunds Tekniska Hogskola

Matematikcentrum
Matematik LTH

Fordelning av lokaler vid skrivningar i MATEMATIK
oktober 2010

Endim analys, delkurs B1, fredagen den 22 oktober 8—13

MA 9
MA 9
MA 8
MA 10
Gasque
MA 10
Gasque

s<t--wEda

MATEMATIK

Fragetimmar infor skrivningarna i oktober

(Tomas Carnstam, Johan Richter, ... )
e fredag 15 oktober 15.15-17 (Obs) Lokal: MH:228 OBS!
e méandag 18 oktober 13.15-15 Lokal: MH:228 OBS!
e onsdag 20 oktober 13.15-15 Lokal: MH:228 OBS!
o torsdag 21 oktober 10.15-12 (Obs) Lokal: MH:228 OBS!
o [redag 22 oktober 13.15-15 Lokal: MH:228 OBS!

Individuell radgivning pa alla aktuella kurser.

AH



